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Ex. 1 a) La fonction de fréquence d’une loi géométrique de paramétre p est donnée par

Ex. 2

b)

a)

b)

flk) = (1=p)*'p=exp{logp+ (k—1)log(1 — p)},

pour k > 1. En posant A(p) =log(1 —p), B(p) =logp et T(k) = k— 1, on obtient bien une
densité de la forme d’une famille exponentielle.
La densité conjointe s’écrit

f(ylv ce ayn) = pn H(l — p)yi_l = p”(l — p)Z Yi—n
i=1

Ainsi, S =Y | Y; est une statistique exhaustive.

La somme S = )" | Y; suit une loi binomiale négative de parameétres n et p (cf. exercice 3,
série 10). C’est-a-dire que
k—1
P(S=k) = ( 1)(1 —p)Fpk k>,
n J—

Puisque
= gk)P(S=k)=0, Vp < g(k)=0,

S est compléte.
Puisque Y1 ~ N (p,1) = Y, — u ~ N(0,1), on a que
E(T(Yi.....Y,)) = E(Iyi0) = P(Vy < 0) = P(Yi — < 1) = &(—p).

La densité du vecteur (Y7,...,Y,,) s’écrit

_np?
PraWis o yn) = C - h(yn, .. yn) -l 280

Donc, S = > Y est une statistique exhaustive pour . Comme 6 = ®(—p), S est également
une statistique exhaustive pour 6.

Pour démontrer que S est compléte, il suffit de montrer que S est minimale exhaustive
(puisque l'on est dans le cas d’une famille exponentielle). Soient (Y1,...,Y,) et (Z1,...,2Zy)
deux jeux de données. Le rapport fy, . v, (Y1, Yn)/f(z1,..2,)(#1,---,2n) est constant
par rapport & p (et donc par rapport a ) si et seulement si > Y; = > Z;. Il s’ensuit que
S =Y, est minimale exhaustive.

Notez que Y7 — Y ~ N (0, =1

D’aprés le théoréme 2.5 du polycopié, E(T'|S) est I'estimateur sans biais de variance minimale
de 6. On calcule

E(ly,<olS =) = P(Yi<0|S=s)
= P(Y1-Y < —s/n|Y =s/n)
= P(Y1 Y<—s/n)
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et donc ®(— il?) est l'estimateur cherché.




Ex. 3 a) La fonction de sensibilité cherchée est une parabole :
1 . 1 ¢
SFe(y) = (n+1) |- =5 0"+ ;yf) - ;yf
s 1¢
= Yy - " ;yz .

b) Notons tout d’abord que Var(?) = cste - % Il faut donc multiplier 62 par \/n pour avoir
une variance asymptotique qui ne dépende pas de n :

P(a(6? a2 <1) = P(V/a(= S (2 —o%) <t) = P(Va-Z <t).

n e
Z;
— 1
Var(Z) = EVar(Zl-) .
Var(Z) = Var(Y2—o?) = Var(¥?) = B() - E(Y?) .
4

v

1 y? 1
EY{*:/4 ex —d:/3 exp{— d
(Y7) YV s pi—g 3ty %y\/% pi=gyatdy
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_ 2,3 Y 2 2 1 a4
= —0o%y exp{—ﬁ}‘_ooqL?)a /y \/%exp{fZUZ}dy—?)a .

1
V2ro?

=0 =02
= Var(Z;) = 20 et Var(yvn-Z) =20".
= n(5% — o%) ~ N(0,20%).
Ex. 4 La densité conjointe est telle que
fyiy -y yn;m,m) ﬂ'zyi(l — W)m”_zy" :

Ainsi, en posant S = > ,Y;, on obtient une statistique exhaustive. Puisque S suit une loi
binomiale de paramétres mn et mw, c’est une famille exponentielle et puisque que S est minimale
exhaustive, elle est donc forcément compléte.

Le fait que E[S(S —1)---(S —k+ 1)] = mn(mn — 1) --- (mn — k + 1)7* s’obtient en considérant
la fonction génératrice des probabilités associée & S

Gs(t) = B(tY) = (1 — w4+ wt)™.
En utilisant la propriété que

G(k)(t)‘tzl =E(S(S —1)---(5—k+1)),

on obtient 'égalité désirée. En particulier, E[S(S — 1)] = mn(mn — 1)7%. Ainsi,

T:i(1— S_l)

mn mn — 1

est un estimateur non biaisé pour ¢ (7) = w(1 — 7). Puisque la statistique S est exhaustive et
compléte, W = E(T'|S) est 'unique estimateur non biaisé de variance minimale. De plus, puisque
T = T(S) est non biaisé, on a directement que 7T est I’estimateur non biaisé de variance minimale.



On peut le vérifier par calcul.

W = E(aS(1-5(5-1))[9)
aE(S|S) — afE(S(S — 1)|9)

= aS—afS(S-1)
— aS(-A(S - 1))
= T

ot = (mn)~tet B=(mn—1)"1.

Ex. 5 La fonction de vraisemblance vaut
. n 0—1
V(Oiyi,....yn) =0 (Hyz) :
i=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance pour 6 est donc égal &

n

oo
MV Z log }/;
L’équation (2.29) du polycopié nous apprend que la loi limite de lestimateur du maximum de

vraisemblance est la loi normale |

W)?

ou I(#) est 'information de Fisher associée a la densité fp(y). Une estimation de l'écart-type de
I'estimateur du maximum de vraisemblance est donc

N6,

Gy = (nI(e))“l’ - jﬁ
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