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La m�ethode de Lanczos pour la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire Ax = b

est une m�ethode de projection sur un sous{espace de Krylov. Elle consiste �a

g�en�erer une suite de vecteurs xk d�e�nis par les deux conditions

1. xk � x0 2 span(r0; Ar0; : : : ; A
k�1r0)

2. rk = b� Axk ? span(y; ATy; : : : ; AT
k�1

y)

o�u x0 est le vecteur de d�epart et y un vecteur (presque) arbitraire.

On montre d'abord comment la th�eorie des polynômes orthogonaux formels

(POF) s'introduit de fa�con tout �a fait naturelle dans la m�ethode de Lanczos.

Certaines propri�et�es de ces POF sont donn�ees.

On montre ensuite comment les relations de r�ecurrence entre familles ad-

jacentes de FOP conduisent �a des algorithmes r�ecursifs pour mettre en �uvre

la m�ethode de Lanczos. Parmi ces m�ethodes, on retrouve l'algorithme du gra-

dient biconjugu�e ainsi que l'algorithme du gradient conjugu�e lorsque A est

sym�etrique d�e�nie positive. D'autres algorithmes, dont certains nouveaux,

sont �egalement obtenus.

Dans ces algorithmes, une division par z�ero (appell�ee breakdown) peut

se produire. On montre �a quoi elle correspond dans la th�eorie des POF

et comment l'�eviter. Des divisions par des nombres voisins de z�ero (near{

breakdown) peuvent aussi avoir lieu. Ils conduisent �a de l'instabilit�e num�erique.

On montre, l�a encore, comment les �eviter.
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Ces techniques s'appliquent �egalement aux autres m�ethodes de type{

Lanczos comme le CGS ou le BiCGSTAB.

En�n, on �evoquera le probl�eme de l'estimation de la norme de l'erreur

dans les m�ethodes (directes et it�eratives) de r�esolution des syst�emes lin�eaires.
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